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SERIES DE POTENCIAS DE UNA FUNCION:
Manuel Diaz Regueiro Lugo
Abstract: It's studied the variable's change in the power series.
1 )Operadores
Sean f, g, p,... funciones reales de variable real. El operador F=p (x)D se aplica de tal
forma que F(f)=p(x) £(x); F*(H=p()(p’ (YT ()+ p()f"(x) ); y, en general
F'()=(p(x)D)"(f)
Propiedades: F(f+g)=F(f)+F(g); F(cf)=cF(f); F(cte)=0; F(fg)=gF(f)+fF(g).
Sea F= 1/p'(x) D, siendo p(x) una funcion tal que p'(x) existe y no se anula en [a,b).
Entonces F(p)=1; F(p")=n p"™.
2) Si f(x) es derivable en [a,b],con f(a)=f(b) ,entonces, existe un ¢ €(a,b) tal que
F(f)(c)=0.
Dem. : Por el teorema de Rolle existe un ¢ € (a,b) tal que f'(c)=0 =f'(c)/p'(c)=0
3) Dadas dos funciones f ,g, definidas y derivables en [a,b], existe un ce (a., b) tal
que (f(b)-f(a) )F( ) (c)=(g(b)-9(a))F(f)(c).
Dem.: Usando el teorema de Cauchy y dividiendo por p'(c),
Si ahora, ademas , p(x) € C™* (a, b) ,
4) Dada una funcién feC™[a,b] , 3ce (a,b) tal que f(b)=f(a)+ F()(a)(p(b)-p(a))+

2! n! (n+1)!
Demostracion:

Sea h(X):f(b)-f(X)-F(f)(X)(p(b)-p(X))- F (f)(X)(p(b) " p(X)) .- F" (f)(X)(p(b) - p(x))n

J -
Si calculamos F(h(x))=0-F(f)(x)- F*(f)(x)(p(b)-p(x))+F(F)(x)*1-F3(F)(x) (p(b)-
P())2+F (DX (P(D)-POQ)-........- FTHE)(X) (p(b)-p(x))"/n!=

_-F™ () (p(b) - p(x))"

n!
Como h(b)=0, eligiendo otra funcion g(x) tal que g(b)=0, y que sea derivable en [a, b],

h(b) -h(x) _ F(h)(c)

por 3, =
g(b)-g9(x) F(9)(c)

, siendo ¢ un punto entre b y x.

de donde, h(x) = F(h)(©)
g(x) F(9)(c)
Si g(x)=(p(b)-p(x))""* tenemos,
h(x) _—F"™(f)(©)(p(b) - p(c))"/n!
(p(b)— p(x))™ —(n+1)(p(b) - p(c))"

, _ ™ (F)(©)(pb) - p(xc))™
de aqui, N(X) = (n+1)!

n+1 n+l
h(a) = F™(f)(c)(p(b)—p(a))
(n+1)!
Otras formulas del resto pueden ser deducidas variando g(x).

, haciendo x=a, obtenemos el resto,

c.q.d.



Ejemplos:

1 1 1 1
x=1+ 3 | 1) +| 3| 1)+ 3| 31>+ F:37D :a=1

1 2 3
2 52
2) x“=4+4(x2—2)+2u inD ra=+/2
2! 2X
3)
2 o2 2 53
x5:4x/§+5x/§(xz—2)+15f(x 212) +15§/§(X 3|2) + e, F:ZLD ;a=+2
! ! X

4) e =1+In(1+x) + (In(1+x))* +5(1n(134: X)) +15 (1n(l4-|: X)° +... F=(1+x)D; a=0.

3 2
5) e*&:1+&+1+@+%+ ..... FZZ\&D; a=0.

21 3

6)
3 5 2

In(n+x)=In n+2 X +l( X )+l( X )+ ........ F:M ;a=0

2n+x 3\ 2n+x 5\ 2n+x 2n

2 3
7) senx=senl +cosl Inx +(cosl-sen1)(mT)l()—3senl%+ ..... F=xD; a=1
8)
2 3

e* =1+arctanx+ (arctanx) +3 (arct;n x) +oee F=(1+x%)D; a=0

En todos estos ejemplos, la validez de la férmula esta condicionada a que x pertenezca a
una region de convergencia de la serie ,y mas precisamente, sea un punto proximo a a.

Series de potencias de funciones compuestas
Para hallar el desarrollo en serie de f(g(x)), ademas del método tradicional de sustituir
en el desarrollo en serie de f(x) el desarrollo en serie de potencias de g(x), podemos
utilizar las series anteriores para ese calculo, haciéndose, en general, de un modo mas
breve .
Ejemplos:

5

2 3 4
ey:e+elny+2e(lny) +5e(lny) +15€(Iny) +52e(lny) +......F=yD
2! 3l A 51

x x? x® ;<4 x°
de donde deducimos que e° =e+ex+2e—+5e—+15e—+52e—+......
2! 3 4 51

siguiendo el proceso:

-1 n
Si desarrollamos f(y)= Zan g ('y) entonces esos coeficientes a, son los
n!

. X" o
mismos que los de f(g(x) )= Zan — .Dicho esto con todas las limitaciones que
n!

comporta utilizar la inversa de g, g™ (su campo de existencia, derivabilidad, etc. .,



Otros ejemplos:

Del ejemplo 7 deducimos que:
2 3

sene* =senl+cos1x+ (cosl—senl)% —35en1%+ ......

Del 8:

tan X

2 3
=1+X+—+—+.....
210 2

Serie de potencias de la funcién inversa
Un caso particular de lo que hemos visto es el desarrollo en serie de potencias

p(y))

de p(y) de la funciony ; y= z (siempre que ello sea posible),

entonces, si X= p(y) obtenemos el desarrollo en serie de potencias de x de
p(x)= Za , la funcion inversa de p.

Ejemplos :

Dada y=x" (definida cuando x>0); si F = X _p ra=1
(Inx+1)

X=1+(xX*-1)-(x*-1)?+5(x*-1)*/31+ ......., de donde,
x=1+(y-1)-(y-1)?+5(y-1)%3!+....... Otro:
Sea y=x"-1;

1 1 1
x=1+ w (x™-1)+ w (x™-1)° + [H} (x™-1)%+...
1 2 3

1 1 1
F= L —D;a=1. Ahora x=91+y 1+[m} y+ [mJy +[mjy+

mx"™ 1 2 3

Desarrollos asintdticos

Para aproximar una funcién por un desarrollo limitado a,+a/x +az/ X* +as/X’+.....
...+a, /X" podemos utilizar 4 de tal modo que, en este caso, F=-x’D y entendamos
F(f)(a) = lim F(f)(x)

X —> 0

Igualmente podriamos hablar de F=1/p’(x) D para otros desarrollos asintoticos

en los que su escala de comparacion sean potencias de la funcion p(x).

La ventaja es que ahora tenemos formula para el resto R, lo que permitira una mejor
acotacion del error, o bien, si la serie es divergente, podemos intentar evaluar cuando R,
se hace minimo, y, por lo tanto, cuantos términos habran de utilizarse para que el
desarrollo limitado sea 6ptimo.

Ejemplo:
c a1 !
e*=1+—+R R=e®—;
X 21X
Regla de L*Hopital
f(x)-f(a)
Si en 4 consideramos el limite p(x)-p(a) obtenemos r (a) (p (a)=0)

X—>a



una version de la regla de L’Hopital. Utilizando la fdmula 4 también obtenemos
fx)-fl@) _f'(a)
i PX-P@  p'(a) _ f"@p'@)-p"(@)f'(@)
(P(x) - p(a))® 2(p'(a))”
X—a
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