Serie de factoriales de la funcién
exponencial y aplicaciones al calculo
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Notacion. Como notacién (no estandar) utiliza-
ré  que x(“zx(x-l)(x-Z)....(x-n+1) y  que
XM =x(x+1)(x+2)....(x+n-1). Y que
Af(X)=FfT(x+D)-F(x) y VI(x)=f(X)—f(x-1)

Origen de las series de factoriales. Podemos lle-
gar a ellas por tres vias:

1) Utilizando las series de interpolacion de
Newton podemos suponer que:

f(X)= ZA“

f(O)—

teniendo en cuenta que las series definiran una funcién
en todos aquellos valores de x para los cuales las series
sean convergentes. Y las formulas seran validas si sus
restos verifican que |imp_>m Rp =0.

Ejemplo, si f(x)=aX

Af (x)=a"(a-1)

gue nos daran las férmulas [1] e [2], expresadas mas
adelante.
2) Estas formulas se pueden deducir de la serie bindmi-

oo n) _
=Zx—z”, que paraz:a—1<1 da
n! a

ca
1-2)~

=

Z(a l) 2 [2]; y de (1+2)* _2—2

=0

x(n

que para -1<z=a-1<lda[1] a* = Z(a 1y
n=0

Estudiando la convergencia de [1] vemos que es

convergente si 0<a<2. Para a=2 sera convergente si Re

x>0 (es convergente si |z| <1, y absolutamente con-

vergente para |z| =1 si Re x>0). En cuanto a la [2]

sera convergente para cualquier x real si a>1/2. Para

AF(0)=(a-1)" y VF(x)=a*(1-2)
a

de raices y potencias.
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a=1/2, es convergente si Re x<0 (convergente si
|z| <1, y absolutamente convergente para |Z| =
si Re x<0) . Por la formula del resto se deduce que, a
igual p y X, en general, el resto serd menor cuanto mas
préximo a 1 esté a por tener una potencia de Ina.
3) Utilizacion de la transformada en z.
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La transformada en z de aX es : , 'y lade X

n!
es; Como
(Z_l)n+1 *
7 7 1 7 a-1Y
z-a z—ll_a—l_ zl{z(zl) }_
z-1

Z(a n—= (

Z— 1

Hallando la transformada inversa obtenemos
[1]. Asi que tenemos, con la transformada en z, una
maquina de hacer series de factoriales. Por ejemplo:

(x+1)m) _Z(a D" (x+D™™ (m+1)"

“a"™™ (n+m)! n!
(m (m+n n)
X X m
-a _Za Ta-1)"
(n+m)! n!

sin méas que hallar la transformada en z de la funcién,
desarrollarla en serie y calcular la transformada en z
inversa gque nos da la serie buscada.

Ahora aplicarémos las férmulas al céalculo de
potencias y raices. x"
Vimos que las férmulas [1] & = Z(a D"

n=0




son convergentes VXe R si 0<a<2,y [2] sia>1/2.
Como ejemplos,
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Las formulas del segundo tipo se hacen finitas para
valores enteros negativos del exponente.
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y, ademas, dan férmulas para
pe N delas C o de las CF

Ejemplos:

10° = i ( )CR" y7 p—i(—g)ncg

n=0

Vamos a ver ahora como se utilizan estas series
para el calculo de raices o potencias de un numero
(similar y, en cierto modo, igual a la utilizacion de la
serie bindmica para ese calculo).

1 n)
Y10 =10° —i(ﬁ) )[%ul

Como ya vimos, la formula de la serie de facto-
riales aX convergera mas rapidamente si la base es mas
préximaa 1. De aqui, si, por ejemplo, tenemos que cal-
cular§/10—O y sabemos que una aproximacion es 2,
desarrollaremos

100 Z(@)“@

n=0

32 “=l100]) i , de donde,

100

n)
[ 1 ]
68 5 .Si tomamos como
3100 Z( ] y aproximacion 2,5,

tenemos,

1Y
|1 2 234375 Y | 5
V2, 55 9765625 ~| 10 n!

de donde

10’ n!

n=0

Bl
5100 2(234375) 5

Del mismo modo puede hacerse tomando como
aproximacioén 2,51 o0 2,5118.

Si tomamos aproximaciones por exceso (pero
garantizando siempre que la base de la exponencial sea
mayor que 0,5), la serie resulta alternada, con lo que se
facilita el célculo del error, que es menor que el valor
absoluto del ultimo término desechado. En el caso
anterior, las aproximaciones seran 2,6 o bien 2,52, etc.
Por ejemplo:

ﬂ
3100 =2,6| ¥ (-0,1881376)' > :
n=0 n:
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