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Si v; Y V» son dos vectores ortogonales en el espacio por el Teorema de Pitagoras se cumple que:
Vi + Vol*=vi P+ Vo (D)

V1 - ValP=va PH Vol (2)

1) Relacién métrica entre las caras de un tetraedro que tenga un triedro trirrectangulo.
Si Dy, D, Ds, son las areas de los triangul os rectangul os del tetraedro y D, €l érea de la otra cara se
cumple que D+ D+ D%=D%
A las aristas del tetraedro le asociamos los vectores vy , v, ,v3 ( formando €l triedro trirrectangul o)
YV3—V1,V3-Vy,Vy—V;
(ver figura 1)
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FIGURA 1: D21+ D22+ D23:D24

Relacion entre las &reas de las caras de un tetraedro con un triedro trirrectangulo.
Para probarlo tenemos que, (siendo x el producto vectorial):

| VaX Vo [P +] Vi X Va P =] VaX Vo- Vi X Vol por (2) ya

gue V3 X V, Y Vi X V, Son dos vectores ortogonal es.

| V3 X Vo V3 X Vo | V3 X Vi = | VaX Vo V1 X Vo= Va X V1 [P = | (Va=Vp)X (V2 — Vi

puesto que vi X v1 =0y que V3 X V1 Y V3X Vo- V1 X V, SON dos vectores ortogonales; con lo cual
| (Va—VayX(V2— V1) =] Va X Vo [ +| Vi X Vo [4| vax vy [
Dividiendo por 4 estaigualdad y teniendo en cuenta, que Di=| vi X v, |/2
Do=| vaXx v1]/2
Ds=| vax V2 /2
Da=| (V3 —VvyX(V2—Vv1)|/2

D21+ D22+ D23:D24

obtenemos

2) Relacion métrica entre las caras de un tetraedro con dos diedros rectos cuyas aristas no se

corten en un vértice (0 que no tengan un plano en comun):
Siendo Dy, D;, las &reas de las caras que forman un diedro recto, y Ds, D, las del otro se cumple

que:
D21+ D22: D23+D24

Para probarlo, en un tetraedro con esas caracteristicas colocamos en sus aristas los vectores v, , V»
V3, V2 —V3, Vo, =V, Vi — V3 (Ver figura 2), suponiendo que un diedro recto es el que forma e plano



gue contiene alos vectores v, y vs, y € plano que contiene alos vectores v, —vs, y vi — V3 El otro
diedro recto es el formado por €l plano que contiene v, y v, y por € plano que contieneav, y vs,
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FIGURA 2: D21+ D22: D23+D24

Relacion entre las areas de un tetraedro con dos diedros rectos sin plano coman.
Entonces,

| (V2—Va)X(V1— Va) [+ Vo X Va = | (Va—Va)X(V1— Va)+Vo X V3 |* por (1)

=] VaX V1 — V3 X Va- Vo X Va+ Vo X V3 = | Va X Vi = Va X Vi[= | Vo X Vi + | VaX Vi

por (2). Dividiendo laigualdad | (V2 —Va)X(V1— Va)[+| V2 X V3 [/=| Vo X vaf + | Vax vaf’ por 4
obtenemos
D+ D= D23+D24
3) En un tetraedro ABCD, que tenga un triedro trirrectangulo en B, trazamos un plano que pase
por unade las aristas (BC) del triedro trirrectangulo y sea perpendicular ala cara opuesta a dicho

triedro (ADC). Ese plano seccionard al tetraedro en dos (ABCE y BCDE). Sean K, L, M, N, P
las &reas de BCE, ABE, BDE, AEC, ECD (ver figura 3) se cumple que K*=PN-LM.



FIGURA 3: K*=PN-LM.
Traduccion del teorema de la altura a un tetraedro

A los tetraedros ABCE y BCDE se les puede aplicar la proposicién 2, por lo que, si Dy, D, Ds, Dy
son las areas de ABC, ABD, ACD, BCD, tenemos,
D12+L2=K2+N2
y D22+|\/| 2_K 24 PP
por la proposicién 1 tenemos
D21+ D22+ D23:D24
ademésde Ds=L+M y D,=N+P. De agqui

D%+ D= (N+P) % (L+M) 2
D1+ D= N K> L+ K*+P*- M?
2K2-2PN+2LM=0 es decir, K>=PN-LM.

4). En €l tetraedro ABCD de lafigura anterior se verifica:
D?=N D,-L D;
Utilizando las ecuaciones D;*+L*=K?+N?
y K*= PN-LM se obtiene
D/ *+L%= PN-LM +N?
de aqui, D;* =N (P+N)-L(L+M) , luego D*=N D,-L D;,

5) En un tetraedro ABCD con dos diedros rectos no contiguos (ver figura4) de aristas las rectas
BC y AD respectivamente, y tales que esas rectas tengan sus vectores de direccion ortogonales, s
trazamos por BC un plano perpendicular alacara ADC, € &eaK de la seccion que determina
dicho plano verificaK*=LM+NP siendo L, M y N, P las &reas de los triangul os en que el plano
divide alas caras ABD y ADC, respectivamente.



FIGURA 4: K? =PN+LM
Otraversion del teoremade laaltura. Los diedros de aristas AD y BC son rectosy AD y BC son
vectores ortogonales.
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Para probarlo, teniendo en cuenta que los tetraedros ABCE y BDCE tienen triedros

trirrectangul os con vértice en E, llamando a &reade ABD=D, &eade ADC=D,, &eade
ABC=D; ,area de BDC=D,, se cumple

que D21+ D22: D23+D24

y que DPs= K%+ L%+ N?

D%= K*+ M%+ P

de aqui, como D,=N+Py D; =L+M,

DP+D%= K2+ L%+ N? +K%+ M%+ P?

Ds+D%= L%+ M*+2LM+ N? + P+ 2NP

restando 2 K? -2LM-2NP =0, es decir K= LM+NP

6) En el tetraedro ABCD de la proposicion anterior, se cumple que:

D= LD; +ND;

Demostracion: D= K>+ L%+ N?, como K*=LM+NP, D*%=LM+NP+ L*+ N?
=L (M+L) +N (N+P) =LD; +ND;

Por Ultimo, para completar € estudio de las area de las de un tetraedro, se
demuestra:
a) (Carnot) En un tetraedro se cumple que:
D21: D22+ D23+D24'2D2D3 CoS 323'2D2D4 CoS 324'2D3D4 COS Q34

siendo(por gemplo) as, € angulo del diedro que forman las caras 3y 4.
b) En cualquier tetraedro se cumple que:
D21+ D22'2D1D2 CoS 312:D21: D23+D24'2D3D4 COS Q34



En primer lugar, definimos que un vector ortogonal a una de caras de un diedro tiene sentido hacia
el exterior del diedro colocado su origen en cualquier punto de esa cara (a la cual ortogonal) su
extremo no cae en la zona del espacio interior del diedro. Ese vector ortogonal, en otro caso,
diremos que tiene sentido orientado hacia el interior del diedro.

/

FIGURA 5: Vector ortogonal a una de las caras del diedro y con orientacion hacia el exterior.
Definimos & dngulo de un diedro como e angulo de dos vectores asociados u ortogonales a cada
uno de los planos del diedro y sentido u orientacién a semiespacios (de los que divide € diedro al
espacio) distintos.

FIGURA 6: Seccién normal del diedro, mostrando que el angulo diedro es idéntico a que
forman los vectores asociados a planos, uno interior y otro exterior a diedro.
Angulo de un diedro definido por tres vectores:
Dados tres vectores vy, Vy, Vs inscritos en un diedro de forma que v, y vz estan en caras distintas
dd diedro y v; estd en la recta arista, y 10s tres vectores tengan un origen comin, vix V, €S un
vector ortogonal a uno de los planos. Si esta orientado hacia el exterior del diedro, entonces
ViXV2.V3 €S negativo puesto que € angulo gque forman esos dos vectores es mayor de 90° y
positivo en caso contrario. En cualquier caso, vaxv, ha de tener sentido opuesto hacia € diedro
gue € de vixv,, puesto que (VaXVz).Vi=-(V1XV2).Vs, €S decir, S suponemos que (ViXVy).Vs €S
positivo, vixv, esté orientado hacia el interior del diedro porque forma un angulo menor o igual
a 90° con vz, pero vsxv, formard angulo mayor de 90° con v, luego debera tener sentido hacia
exterior del diedro.
En resumen vixv, y VaXv, tienen sentido opuesto respecto a diedro y permiten definir el angulo
que formael diedro como & angulo que forman vixv,y VaXvs,
Instalemos en € tetraedro los vectores vy , Vo V3 , V3 —Vi, Vo — V1YV — V3.
El area D1:| V3 X Vo |/2

D= viX V2|2

Ds=| vax vy )2

D4:| (V3 —Vl)X(Vg — Vl) |/2

el angulo diedro a;, esigua a angulo que forman los vectores v X Vo Y Vi X Vo

el angulo diedro a3 es el angulo que forman los vectores vz X Vi Y Vs X V,. Por Ultimo, a4 1o
forman los vectores vz X Vo y (V3 —V1)X(V2— Vi), yaque vs X v, tendrd un sentido u otro respecto al
diedro de arista

V3-V, dependiendo del signo dev; .(vax v,) y € sentido respecto a mismo diedro de (Va3 —vi)x(V2—
V1), depende del valor del producto escalar - vy . ((Vs—V1)X(V2—V1)) (- V1 €sun vector con el



mismo origen que (Vz—Vv1) Yy (V2— V1)), que esigua a-v; .(V3X V), esdecir tiene signo opuesto al
anterior, por lo que esos dos vectores tienen sentido opuesto respecto al diedro.
Entonces, de laigualdad vectorial
V3 X Vo=(V3—V1)X(V2— V1)+ V3 X Vit ViX V;
Si multiplicamos escalarmente por vz X v, laigualdad y dividimos por 4
obtenemos

D%,= DiD, cos a,+D;D, cos a;.+DyD; cos ars

deigua forma se obtienen

D?,= D,D, €OS az4+D;D, cos a1.+D,D; cos azs

D%s= DsD, €OS as4+DsD, oS az+DyD; cos as

D= DiD, cos a4+D;D, oS as+DyD; coS ass
gue sustituidos en @) y b) demuestran estos dos resultados.

Vi

V3
Figura 7: Diedro definido por tres vectores.
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