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Resumo

Tratase de crear multiples "teoremas" respecto ao trian-
gulo utilizando Derive, ou outra ferramenta de calculo
simbolico. Dun s6 novo tipo de problemas. Dado un
triangulo, creamos outro (por algunha regra) e buscamos
se a razon das areas dos dous triangulos é independente
do tridngulo orixinal. A tese é que o poden facer os rapa-
ces se usan... tecnoloxia.

Este é un artigo que ten moito que ocultar! por-
que o0 numero de resultados é xa quizais excesivo e 0s
medios que se usan son impresentables (no sentido de
nimero excesivo de paxinas resultado de célculos en
programas de calculo simbolico como Derive).

O campo da xeometria do triangulo foi un campo
fértil no xix, ainda que Jacob Steiner consideraba a xeo-
metria analitica unha “muleta para espiritos menos dota-
dos”. Hoxe é unha curiosidade da que se dan algunhas
nociéns en Secundaria, e alguns exercicios coa
Xeometria Analitica.

O que se presenta é un traballo do que aborrece-
ria Steiner, xa que non s6 usa as muletas desa xeometria,
senon que usa as muletas do célculo simbdlico. Pero, no
seu conxunto, e na maioria dos resultados, non existiria
este artigo sen esas muletas. A capacidade humana, e
ainda a de Steiner o foi, é limitada. Os célculos que levan
a intuicions son moi limitados se non usamos as posibi-

lidades tecnolodxicas das que actualmente dispofiemos.

Abstract
| try to create several "theorems” about the triangle,
using Derive, or another tool of symbolic algebra. Of an
new unique type of problems. Given an triangle, we cre-
ate another derivated (by some rule) and we search if the
reason of areas of the two triangles is independent of the
original triangle. The thesis is that the pupils can do it
using... technology.

Algunhas maneiras de construir un triangulo en fun-

cion de outro dado

Queremos calcu-
lar un tridngulo A’B’C’ en S ctb.h)
funcion de un dado ABC ! | '
seguindo unhas regras.

Vexamos exemplos. EESEEEEEEEELEEEEEEEEEET
1.

(1a) Trazar as paralelas aos lados polos vértices.
Os puntos de corte darannos o triangulo transformado.

(1b) Unir os puntos medios dos lados. O triangu-
lo transformado ten eses vértices.

(1c) Trazar as perpendiculares aos lados polos
vértices opostos. Os puntos de corte conformaran o trian-
gulo transformado.

(1d) Por homotecia ou semellanza de triangulos.
Sabemos neste caso que a razon de as areas € k2, sendo k
a razon de semellanza.

2. Dados trios de puntos especiais:

1 como dicia Gauss despois de construir hai que retirar os andamios. Neste caso os andamios, os listados de Derive, son 100 veces o edifi-
cio, non deixarian ver o bosque nin o edificio. De feito, é posible que o artigo tefia algin erro dado ese efecto “bosque”.



(2a) Puntos de corte das alturas co lado oposto a
cada vértice (triangulo ortico). E o mesmo que (1c).

(2b) Puntos de corte das tres bisectrices dun
angulo co lado oposto a ese angulo.

(2¢) Puntos dados polo triangulo de Morley.

(2d) Puntos de corte de tres cevianas.

3. Transformacions dos veértices a través de vértices.
(3a) Chamo tridngulo n-simétrico de outro a
aquel en que cada vértice (A) se transforma nun punto,
A’, que cumpre que AA’=nAB. Cando falemos de simé-
tricos podemos entender, de modo xeral, n-simétricos.
(3b) S6 transformamos asi dous (ou un) vértices
e o terceiro queda sen transformar.

&
n-simetria dun triangulo, neste caso, n = 3, R = 19
(S(A'B'C)=19-S(A,B,C)).

(3c) nl-simétricos AA’=nOB-OA.
(3d)Transformado
OA’=0B+nAB+mBC.

combinacion linear

B

Transformacion simétricaconm=-1,n=-2,p=3. R=21.

(3e) Simétrica OA’=mOA+nOB+pOC.
(3f) n2-simétricos AA’=nBA.

(3g) npl-simetrico OA’=nOB-pOA.
(3h) np-simétrico OA’=(n+p)OB-nOA.

4. Dado un punto calquera...

(4a) Puntos simétricos do punto respecto aos
veértices ABC.

(4b) Simétricos dos vértices respecto ao punto.

(4c) Simétricos respecto aos lados.

(4d) Corte perpendicular cos lados.

(4e) Paralelas desde o punto aos lados (e puntos
de corte con outro dos lados). Aqui aparecen varias posi-
bilidades e varias maneiras de obter un transformado. De
todas formas podemos entender que a maneira canénica
é facer sempre a recta paralela seguindo a mesma orde e
de modo simétrico respecto aos lados.

Notacién que usaremos de aqui en diante

Vamos aproveitar estes exemplos e denominar as
transformacions pola orde en que estan descritas, asi a
(3a) € n-simétrico...

Sen perder xeneralidade podemos supor que A
esta na orixe de coordenadas, B no punto (c,0) e C no
punto (b,h). Isto facilita que as expresions alxébricas
resultantes sexan mais sinxelas. Partimos, polo tanto,
para simplificar os célculos, de supor A(0,0), B(c,0) e
C(b,h) (aqui o b non ten que ver coa medida do lado b;
c si que é a medida do lado c). h é a altura desde C. A
Area(A,B,C) = ch/2, se ben nas razons omitiremos o “2”
comun s areas e dividiremos simplemente por ch.

O obxectivo
Todo isto estd moi ben, pero que queremos
facer?... Queremos achar a razon das areas do triangulo
transformado ao orixinal... R = S(A’'B’C’)/S(ABC).
Dito asi non resulta moi interesante, e é unha
pregunta demasiado aberta, pero é que en realidade bus-
camos...

Teoremas exactos e express
Que a razon sexa un nimero, independente polo
tanto dos puntos orixinais ABC. Hai precedentes? Na



transformacion (1a) todos sabemos que é 4 e na (1b),
R=1/4. Na (1d), R=k2 (en xeral, R=determinante da
transformacion afin). Se para unha transformacion dada
non existe ese nimero podemos buscar que pasa se 0
triangulo orixinal é a) rectangulo, b) isdscele, c) equilé-
tero. Se nestes casos R é un nimero tamén nos interesa...

Por que express? Porque o que obteremos a tra-
vés da xeometria analitica e o calculo simbodlico é ese
namero. Se o resultado € un nimero xa estara demostra-
do que non depende do triangulo orixinal...
Observaremos que ao calcular o determinante da area de

A’B’C’ resulta nimero-ch. Entén, R = nGmero.

Composicién de transformacions

Ademais temos unha axuda para multiplicar os
resultados que ven dada por esta proposicion:

As transformacions admiten a composicién de
aplicacions usual, pero ademais, se son exactas no senti-
do anterior a sia composicién dara lugar a outra transfor-
macion exacta, xa que

_ Stor, _ Srar, S,
W80 S, SO
onde SO ¢ a area do triangulo orixinal ABC, S, ¢ a area
do triangulo transformado por Ty e S, ; € a area do trans-
formado pola composicion de Tq e To.

Agora ben, T4 € exacta asi que aplicada a cal-
quera tridngulo a raz6n é sempre a mesma polo que
_Sn _Sum,

"so s,
e o0 segundo factor € asi que obteremos R; ; =R *R; .

A composicion de Tq e To é exacta e ademais sabemos
que a stia razon € o produto das razons... A inversa de T,
de razon R, é exacta e ten razén 1/R. Forman grupo. O
elemento neutro é a identidade.

Incluso mais axuda... hai resultados xerais, para
calquera punto P(x.y)...

(1) Dado un punto calquera do plano se calcula-
mos 0s simétricos dese punto respecto a 0s puntos
medios dos lados do triangulo a razén resultante é

R=1/4. n-simétricos, R = (n-1)?/4. n1-simétricos R=1/4.

(11) Dado un punto calquera do plano se calcula-
mos os simétricos dos puntos medios dos lados do trian-
gulo respecto a ese punto a razén é R=1. n-simétricos,
R = n2/4. n1-simétricos R = n?/4.

(1) Simétricos respecto aos vértices do triangu-
lo drtico, se ABC é rectangulo:

= —(x2-xc-y(h-y))/(c?+h?)

(IV) Simétrico respecto aos vértices dese punto
R=4. n-simétricos R=n2. n1-simétricos R= n2 (na tboa
este caso sera Gyyy).

(V) Simétricos dos vértices con centro ese punto
R=1 (na taboa este caso sera Gys). n-Simétricos
R=(n-1)2 (se ademais facemos C’=A, R=n(n-1)). nl-
simétricos R=1 (se ademais facemos C’=A, R=n).

(V1) Se transformamos por simetria respecto a P
os vértices B e C, pero A(0,0) o levamos a (2x,2h). Se o
triangulo é rectangulo en B (b=c) R=1.

(V1) Aplicamos transformacions (4€) a un punto
P(x,y). Para triangulos rectangulos poden dar razéns
como x2/c2: y2/h2, (c2y2+h2x2)/(c2h?2), ((cy+hx)/(ch))? ,
xych ou 2xych.

(V) Perpendiculares aos lados. Se ABC rec-
tangulo R= (x2 - cx + y(y - h))/(c2+h2). Asi que o lugar
xeométrico dos puntos do plano que ao trazar 0s pés das
perpendiculares sobre un triangulo rectangulo forman un
triangulo de razén k é unha elipse de ecuacion
x2 - cx + y(y - h))=k(c?+h2). Con ABC equilatero:

3(3x - 3cx+y( 3y-c))l4c .

Claves ou explicacion para outros casos, € dicir,
a calquera resultado da tdboa que vén a continuacion se
lle aplicamos esas transformacions a R vira multiplicada
polos nimeros anteriores. Ademais, estd claro polos
numerosos exemplos, quizais excesivos, que son unha
mostra pequena do que é posible imaxinar.

Explicacion para as transformacions 3.
Dado un punto P o n-simétrico respecto a Q sera
OT=0P+nQP. Dada calquera poligono e o transformado



pola n-simetria dun punto P con centro cada vez un veér-
tice é sinxelo probar que a area do transformado respec-
to ao orixinal é n2. Se a n-simetria ten de centro un punto
(x,y) calquera, o transformado dun poligono ten
R=(n-1)2 (ideas facilmente trasladables a R™). Tamén a
transformacién consecutiva: Centro=cada punto conse-
cutivo se calcula o n-simétrico respecto ao anterior dos
tres puntos, seguindo unha orde. Os puntos transforma-
dos son o resultado de multiplicar o vector do lado do
triangulo por n (A’=A+nAB), a razon das areas é 3n2-
3n+1 (polinomio ligado aos numeros hexagonais). Para
n=2 fai aparecer un 7.
Definimos NSIM(U, V) :=n-(V - U) + U, e o aplicamos
aos tres vértices sucesivamente de dous en dous, AB,
BC, e CA. Se s6 transformamos dous puntos do tridngu-
lo deste xeito a razén é n2. Nun tetraedro, a razon dos
volumes asi transformados da 4n3-6n2+4n-1. Nun sim-
plex de 4 dimensidns: 5n4 - 10n3 + 10n2 - 5n + 1, en 5
dimensiéns: 6n° - 15n4 + 20n3 - 15n2 + 6n - 1, etc. ainda
que podemos ver que son iguaisa  (n-1)d*+1- nd+L, onde
d = dimension do simplex. Para un cuadrilatero a razén
das areas é 2n2+2n+1, para un poligono calquera a razon
é f(n) sendo f un polinomio de segundo grao. Cal?...

Para a nl-simetria, con d=2 vimos que era
R=n2+n+1 (definimos nlsim(u, v) := n-u - v, e o aplica-
mos a AB, BC e CA) . Se d=3, R= n3+n2+n+1, en xeral
o polinomio ciclotémico R=(nd*1-1)/(n-1). Para a n2-
simetria (n+1)d+1- nd*l Para a npl, R=(nd*1-pd+1)/(n-
p)... Paraa np, R=((n+p)d*+1-nd+1)/p. Se conservamos 1,
2, 3... puntos...

A transformacion (3d), combinacion linear, da
R=3m2+3m(n-1)+3n2-3n+1

(definimos cl(u, v, w):=u + n-(v - u) + m:(w - u)
e 0 aplicamos aos tres vértices ABC, BCA e CAB).

A transformacion (3e) da R=m2 - m(n + p) + n2
- np + p2 (definimos simet(u,v,w):=mu+nv+pw e o apli-
camos a ABC, BCA, e CAB). Se facemos unha n-sime-
tria como describimos antes pero con pardmetros distin-
tos k, I, m cada vez que a aplicamos, a razon é

R=k-(I + m-1) + (I - 1)-(m - 1) = kl+km+Im-k-m-1+1

Para unha nl-simetria R=kl+k +1. Se inverte-
mos a orde (CB, BA, AC), R=m2+m+1. Na (3e) ou na
n-simetria se invertemos a orde, R é a mesma. Se na (3e)
0s pardmetros son distintos para cada punto A, B, C, ...
En d dimensidns... No problema inverso, queremos saber
dada a R que transformacion vectorial a produce...

As TIC na Didéctica das Matematicas

A idea que se quere transmitir neste artigo € a
pregunta de que se n6s debemos ensinar aos nosos alum-
nos de Bacharelato para que saiban dividir ben sen cal-
culadora ou a demostrar e inventar teoremas con Derive.
A verdade é que todos sabemos que os alumnos ben
dotados, ben ensinados, tefien o seu méaximo de potencial
nesas idades de Bacharelato e primeiros anos da
Facultade. O que propofio é algo que pode facer perfec-
tamente un alumno de Bacharelato, mais que con Derive,
con imaxinacion. A ferramenta, a calculadora, Derive,
non € o importante. Atopar novos vieiros de resolucion
de problemas actuais, e facer voar o pensamento dos
rapaces, facelos voar nun mundo que se aproxima ao que
serd o seu, si 0 é.

Algans alumnos collen a vocacion de estudar
matematicas por que son premiados en concursos. A ver-
dade é que cada vez menos. Hai outro tipo de vocacion
que se crea pola afeccion a resolver problemas dificiles.
Sen que, ao revés do que pensan outros, esteamos obri-
gados a levar alumnos & Facultade, si que cumpriria
lograr o obxectivo de que certos alumnos conseguisen
facer demostracions elementais complexas, entendesen
que € iso de demostrar, e ainda acadasen novos teoremas
sinxelos. Un camifio posible para ese obxectivo é a utili-
zacion da tecnoloxia. Que, ademais, ten outras vantaxes
gue non imos comentar agora, Xa que nos centraremos
neste obxectivo: Facilitar que os alumnos (e tamén o pro-
fesor, por que non?) experimenten o pracer da demostra-
cion e o descubrimento por eles mesmos. Habera quen
discuta se esa demostracion é valida, xa que non esta



feita con lapis e papel,... pero é reproducible. Calquera,
seguindo 0s pasos propostos e utilizando 0s mesmos ins-
trumentos, chega a mesma solucion. Alguns dos resulta-
dos acadados son, pese a elementalidade dos mesmos,
imposibles de conseguir con lapis e papel, razén pola cal
podemos ter certa certeza da siia novidade. Ou ben impu-
blicables. Hoxe en dia, ningunha revista publicaria 30
paxinas de formulas de xeometria analitica que demos-
tren un resultado sinxelo.

Preguntdbase Sarmiento (2001) nun artigo de
GAMMA [5] se seria posible facer matematicas cos
alumnos descubrindo resultados matematicos reais
(novos). Estamos dando un exemplo disto no que esta-
mos a describir:

Transformando tridngulos en tridngulos. Dado
un triangulo ABC damos unha determinada regra pola
que poidamos deducir univocamente outro triangulo
A’B’C’ (xeralmente utilizando puntos ou rectas notables
do tridngulo orixinal) . Queremos saber que pasa coa
razén das areas dos dous triangulos. Os “teoremas” que
buscamos han ser ou ben unha relacidn constante das
areas ou ben os limites entre 0s que se move a razon das
areas, ou ben casos especiais (en particular, caracteriza-
cions de triangulos rectangulos).

Para isto, podemos utilizar multiples ferramentas
como Cabri ou ben Lugares, o Il Premio Galicia, para
visualizar os tridngulos, ben Derive para calcular as fun-
cions resultantes, ou ben Cocoa, Mathlab, Mathematica
ou Mapple. De todas maneiras, o que se conta esta feito
con Derive. O que esta claro é que despois de facer estes
exercicios de descubrimento os alumnos han saber
manexar 0s instrumentos informéaticos nun contexto real,
actual, ao mesmo tempo que aprenden matematicas
reais, non sucedaneas, como pretenden alguns, conside-
rando aos nosos alumnos como algo atrasados. De feito
tal tipo de busca é a clave en certos teoremas como o de
Menelao e Ceva, sendo noutros casos resultados eviden-
tes como o transformado polos puntos medios dos lados.
Ou ben son algun tipo de exercicios usuais (como figu-

ras inscritibles en progresiéns xeométricas).

Tamén, en conxunto, os resultados que se pre-
sentan forman unha bateria de exercicios de xeometria
analitica, por un lado, e unha fonte de reflexion (agora si
dandolle a razén a Steiner), sobre o porqué dos resulta-
dos. Pero imos a eles...

Pero, como se fai? Algins exemplos

Definimos (en Derive) NSPRPV(v, p) := n-(p -
V) +Vv; SPRPV(v, p) := 2-p — v (simétrico de punto res-
pecto a punto con vectores); NISPRPV(v, p) := n-p —v.
e definimos x:=[0,0], y:=[c,0], z:=[b,h].

- Transformacion (3a). A’ o calcularemos con

NSPRPV(X, y) despois, (y,z) e (z,x).
Os resultados os pofiemos no determinante det([[b-(1 -
n), h-(1 - n),1},[b-n + c:(1 - n), hn,1],[c:n, 0,1]])=
-ch(3n2-3n+1). A raz6n R=(3n2-3n+1). Se fose n1-simé-
trico det([[c'n,0,1],[b-n - ¢, hn,1],[-b, -h/1]]) =
ch(nZ+n+1). Asi R=(n2+n+1).

- SO transformamos dous puntos NSPRPV(X, y)
despois, (y,z) O terceiro punto é A. R=n2. Se o terceiro é
B, R=n2-n. Se é C, R=(n-1)2. Con nl-simétrico os tres
casos serian R=1; R=2; R=n+2.

- Calculamos o ortocentro do triangulo. Da (b,
b(c - b)/h). Definimos asi o:= [b, b:(c - b)/h].
Calculamos SPRPV(x, 0), despois (y,0) e (z,0).

Os resultados os colocamos no determinante (para o cal-
culo da &rea) det([[2:b, 2-b-(c - b)/h,1],[2'b - ¢, 2:b-(C -
b)/h,1],[b, - (2:b"2 - 2:b-c + h"2)/h,1]])=ch. Asi a raz6n
R=ch/(ch) (esquecemos os dous “2” que dividen, formu-
la da rea dun tridngulo), R=1. Se fose n-simétrico R=(n-
1)2. Se fose nl-simétrico R=1. Cambiamos o papel do
ortocentro e os Vvértices. E dicir, calculamos SPRPV/(o,
x), despois (0,y) e (0,2).

O determinante DET([-b, b:(b - ¢)/h, 1; 2.c - b, b:(b -
c)/h, 1;b,(b”2-bc+2h”2)/h, 1])=4ch. Logo R=4. Se fose
n-simétrico R=n2. Se fose nl-simétrico, R=n2. Agora
podemos pensar que perdemos 0 tempo xa que este caso
é un caso particular do caso (IV), non é necesario que



sexa 0 ortocentro.

- Construimos o triangulo A’, B’, C’ como o
simétrico de cada punto respecto & recta que pasa polos
outros puntos (asi A’ é o simétrico de A respecto & recta
gue pasa por B e C).
Area(A’,B’,C’)/Area(A,B,C).
Despois duns cantos calculos con Derive resulta que
Area(A’,B’,C")/Area(A,B,C)= (5-b™4 - 10-b"3.c +
b"2-(5.:¢r2 + 2:h"2) - 2:b-c:h”2 - 3-h"2-(c™2 +
h”2))/((b~2 + h~2)-(b"2 - 2:b-c + 2 + h72)).

Se representamos esta funcion para un valor de ¢ cons-

Interésanos a funcion

tante, obtense que é unha funcién que cando h->0 tende
a5 e cando h » o ten por limite -3, ten un minimo de
valor —4 (cando o tridngulo cumpre que b=c/2, e é equi-
latero, sendn un valor préximo a -4). En calquera caso o
rango maximo da funcion é [-4,5) . Hai que salientar que
eses limites non dependen de b (excepto no caso que
veremos a continuacioén de triangulo rectangulo). E que
0 signo dependera da orientacion escollida, claro, xa que
calculamos a area de A’B’C’ usando o determinante dado
polos puntos dese tridngulo (rematando a matriz con uns
como todos sabemos).

Se b=c, ou ben b=0, é dicir o triangulo é rec-
tangulo, a razon é sempre -3 (basta para probalo con
substituir na formula do cociente das areas b e da -3,
0 que se chama un *“teorema express”, non hai varia-
cion, a funcion da area é sempre constante). O reci-
proco non é tan express, pero tampouco dificil.

No triangulo 6rtico, deducido do ABC polos pes
das alturas, a razon da area é 2-h-(b"3 - 2:b"2-c + b-(c"2
+h”2) - ¢:h”2)/((b"2 + h"2)- (b2 - 2:b-c + ¢"2 + h"2)).
Cando h = oo 0 limite € 0. Cando h =0 o limite é 2.
Evidentemente no caso de tridangulos rectangulos non hai
nada que dicir pois o triangulo Ortico é un segmento
(ainda que a razén das areas é cero, é constante).

Para valores de b e c fixos, e O<b<c a funcion
pasa dende 2 a un valor minimo préximo a 0 negativo
para despois ir medrando pasenifiamente ata o 0 no infi-
nito. Noutro caso vai directamente desde 2 ata o O.

O rango, neste caso é (0,2).

Que pasa coas bisectrices? Agora a razon € algo

tremebunda:
V(b2 + h"2)- (b2 + h"2)- (Vb2 - 2:b-c + c~2 + h/2)
-2:(b - ©)) + (b2 - 2:b-c + c~2 + h2). (Vb2 + h"2)
+ 2:(b -c) - 2bM2 + 4bc - 2:(c™2 + h"2)/((c -
2:b)-(V(072 + h"2) - ¢)-(V(b”2 - 2:b-c + c~2 + h~2) - 2:b
+¢))

Cando h = oo, tende a cero. Cando h >0, tende
a 2:(c - b)-ABS(b)-(ABS(b) + b - ¢)(SIGN(b - c) -
1)/((2:b - ¢)-(ABS(b) - ¢)-(ABS(b - c) - 2:b + c)) no que
se b >= ¢ >0 da cero.

Se o tridangulo é rectangulo temos o seguinte
resultado. No caso b=c a razén vale 2d(d+c)(d-h)/ch(c-h)
e no caso b=0 d& 2h(d-h)/c(c-h) (d aqui é a hipotenusa).
Este exemplo proba que non sempre obtemos resultados
interesantes.

Outro caso: No triangulo deducido de ABC,
polos puntos medios dos lados, é sobradamente cofieci-
do que a razon é 1/4. Se tomasemos en vez dos puntos
medios, 0s puntos do tipo OA’=OA+AB/n ou
OA+AB(n-1)/n as razéns serian (n-1)/nZ ou (n2-
3n+3)/n2 segundo o caso.

Tamén podemaos definir o triangulo A’B’C’ como
o resultado das interseccions das rectas paralelas ao lado
oposto pasando por cada punto. Neste caso a razon é
sempre 4.

Hai que dicir que aqui os triangulos estan en
posicion inversa do caso anterior.

Pero é que se definimos (ou inventamos a defini-
cion) que unha recta é a-paralela doutra se as pendentes
se relacionan asi m’= m+a, enton a razon das areas dos
triangulos relacionados por ese paralelismo (A’'B’C’ vén
dado polos puntos de corte das rectas “paralelas” ao
triangulo orixinal polos vértices) segue sendo 4 (sor-
prendentemente independente do valor de a).

Realmente, moito mellor é facer a tdboa seguin-
te.



TABOA 1

Centro ou

relacionado

con...
Baricentro

Incentro

Ortocentro

Circuncentro

Calquera
punto (x,y)

Punto exético,
de Fermat, de
Ceva, Feuer-
bach, Gergon-
ne, Lemoine

Formado con...

Puntos medios.
R=1/4

Puntos medios con-
secutivos = 7/4
composicion de
puntos medios e n-
simétrico (n=2)
consecutivo para
eles (3a).

Corte de bisectrices
e lados.

Formado con

Lim inf=0.

Corte de alturas e
lados (triangulo
ortico) Limites 0 e
2.

Equiladtero R =1/4
n-simétrico con
centro os puntos do
tridngulo drtico,
respecto aos veértices
opostos. Limites (n -
1)-(2:n + 1) e -(n+1)
Rectangulo R=n+1
Equilétero

R = (n*+4n+4)/4

Corte de mediatrices
e lados. Formado
conR=1/4

Puntos medios

R =1/4

Xa analizados antes

Punto ou lado Simétrico res-
pecto ao punto...

Vértice oposto.
R:].(Gv)eR=4(G|V)

Vértice oposto (Gy e Gyy).

Formado por Incentro, Circuncentro,
Ortocentro (ICO)

Rectangulos: (h-c)/2suma lados. Se
IBC

(h-c)/6suma lados

OBC cero (estdn nunha recta). OIB
(h-c)/3suma lados

Equilatero 0

Cada vértice respecto ao ortocentro

R =1 (Gy). Ortocentro respecto a cada
vértice R = 4 (Gy).

n-simétrico cada pé da perpendicular
respecto vértice seguinte (sen importar
a orde). Rectangulos (b=c)n(nc*+(n-
1)h?)/(c*+h?)

(b=0) n(c(n-1)+nh?) /(c*+h?)
Equilatero (4n°-2n+ 1)/4

Simétrico con centro cada vértice
oposto a cada pé, do pé. Lim 4 e
6(inf). Rectangulos 6.

Equilateros 25/4

N-simétrico no caso anterior Rectan-
gulos n(n+1) Equilateros (4n?+4n+
1)/4 N1-simétricos....

Vértice oposto

Puntos simétricos do circuncentro
respecto aos veértices, R = 4 (Gy
e..G|V)

Vértice oposto

Punto ou lado Si-
métrico respecto ao
lado...
Lado oposto
Perpendiculares desde o
baricentro aos lados.
Limites 2/9. Rectangu-
los = -2/9 Equilétero
1/4®

Lado oposto.
Perpendiculares desde o
incentro aos lados. Limi-
tes 0.

Lado oposto.

Lado oposto
Perpendiculares desde o
circuncentro aos lados
=1/4 (Cértanse nos pun-
tos medios)

Lado oposto

(2) se fixeramos simétricos do baricentro respecto aos lados -Limites -8/9
Rectangulos -8/9. Equilatero 1: Observar que este caso simplemente é aplicar o caso do pé da perpendicular e unha simetria. Se fosen n-simé-
tricos teriamos (2(3n2-3n+1)/9),etc. Sobran polo tanto na taboa.
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TABOA 2

Desde Corte Desde
Paralelismo Vértices Rectas 2 a 2 Outros puntos, pes
R=4 das alturas,....

a-paralelismo Vértices Rectas 2a 2 Outros puntos, pes
m’=m+a R=4 das alturas,...
ak-paralelismo Rectas 2a 2
Pendentes ak-paralelas ak.paralelas
m’=k(m+a) pasando polos

vértices
k-paralelas m’= km R = (k+1)%/k
(caso particular do Rectas 2 a 2 pero
anterior) un dos puntos de

corte substituese

por un dos

puntos ABC.

Pode dar k+1, ou

(k+1)/k.
Perpendicularidade Vértices Outros puntos
Triseccion Vértices Rectas 2 a 2 Outros puntos

(multiseccion) de
angulos=Morley
Rectas formando un
angulo a cos lados B,
2cotg®(a)+c*cotg(a)/h

Xa s6 na TABOA 1 temos moitas amplas catego-
rias... a investigar. Os resultados que pofiemos aqui
poden servir de base para comprobar que o método lle
funciona ao lector... Pero pode imaxinar outros métodos
distintos de xerar A'B'C'. Vimos tamén mais exemplos
(TABOA 2).

Asi podemos calcular o punto de Fermat, con
centro nel, calcular os simétricos dos vértices, despois
dese triangulo calculamos o ortocentro e os simétricos do
ortocentro respecto aos lados, despois...

Consideracions finais
Realmente para rematar ben o artigo haberia que
estudar todos os casos de Edgar Brisse (3053), pero

Cortes, rectangulo en Rectas 2 a 2

como dicia Descartes, o fundador da Xeometria
Analitica, hai que deixar algo de traballo para a posteri-
dade ou para os rapaces...3

Un bo texto para introducirse nas peculiaridades
de Derive na programacion e resolucion de teoremas con
triangulos é o de Miguel de Guzman [1], xa que trae
numerosas funcions xa resoltas e exemplos que poden
servir como base para os problemas aqui propostos. De
feito, coincidimos nas ideas sobre propofier problemas,
ainda que el se refire a casos mais xerais e abertos, neste
artigo centrdmonos nas relacions entre as areas, véxase,
por exemplo:

Una técnica general para proponerse

preguntas (a veces interesantes)

He aqui una técnica general para hacer-

3Espero que a posteridade me xulgue ben, non sé polas cousas que expliquei, senén polas cousas que omitin intencionadamente para deixar

a outros o pracer de descubrir. (Rene Descartes)



se preguntas mas o menos interesantes y

obtener resultados nuevos alrededor de

la geometria del tridngulo. Se parte de

un triangulo ABC y de un punto P de su

plano (o bien de una recta P en el mismo

plano). A partir de estos elementos se

realizan operaciones simétricas, (Simé-

tricas significa aqui que la misma ope-

racion que se ha hecho con A, por ejem-

plo, se hace con B y C) respecto de los

elementos del triangulo (lados, vérti-

ces,...). Se llegan a obtener asi tres ele-

mentos (puntos o rectas) a los que lla-

mamos tA(P), tB(P), tC(P). A veces estos

elementos estan alineados (si son pun-

tos) o son concurrentes (Si son rectas).

Si lo son, se obtiene una relacion intere-

sante. Y si no lo son, se estudia el lugar

de los P, o la envolvente de los P, tales

que tA(P), tB(P), tC(P) estan alineados

0 son concurrentes. Esta es la forma

general en que surgen algunas relacio-

nes y lugares curiosos en la geometria

del triangulo.

Outro texto fundamental, para o tema que esta-
mos a tratar, € o de Tomas Recio [2] no que se desenvol-
ven axeitadamente e con mais profundidade as implica-
cions didacticas do método de demostracion e descubri-
mento automaticos sobre todo no capitulo do mesmo
titulo, (pax. 69-100), do que salientamos este resumo:

-la utilizacién del ordenador para la

demostracion y el descubrimiento de

resultados podria ser una forma de recu-

perar el razonamiento geométrico en la

ensefianza.

-proporcionando, ademas, un contexto

significativo para la ensefianza de deter-

minados aspectos de la manipulacion
algebraica (factorizacion, eliminacion,

simplificacion de expresiones).

-mediante la traduccion (de los resulta-

dos obtenidos por el ordenador) en tér-

minos légicos (condiciones, necesarias,

suficientes, superfluas, hipdtesis com-

plementarias, etc.) o geométricos.

Resumindo, debemos, podemos e queremos
xogar coas matematicas dende a tecnoloxia, indefinida-
mente.

Por ultimo, dicir que a demostracion automatica
de teoremas é un campo activo de investigacion en
Esparia e en Galicia, no que son representantes destaca-
dos Tomaés Recio, -do que o seu libro [2] é unha fonte
interesante de reflexion sobre o calculo Simbdlico e
Xeomeétrico na Secundaria, e 0s nosos colegas Francisco
Botana e José Luis Valcarcel. Neste campo Usanse como
test precisamente teoremas do triangulo. Espero que
alguns destes resultados lles poidan servir nas stas
investigacions (0 mesmo que ao caro lector lle poida
suxerir outras).
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